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 ملحوظة: 

و xحقيقي اللمتغير لدالة عددية  fفي جميع الفقرات من هذا الدرس f
C  منحناها في ) م . م . م ( معلم متعامد ممنظم O,i, j. 

 وتطبيقاتها:قة الثانية الدالة المشت 

A) لوضع النسبي للمنحنىا f
Cوالمماس ل f

C 0في نقطةx   

 خاصية : .1

  

f  قابلة للاشتقاق مرتين على مجال مفتوحI 0و
x  منI . 

 إذا كان   0
f " x 0 فإن المنحنى f

C  يوجد فوق المماس

 ل f
C 0في النقطة التي أفصولها

x . 

   إذا كان 0
f " x 0 فإن المنحنى f

C  يوجد تحت

 المماس ل f
C 0في النقطة التي أفصولها

x . 

لنعتبر الدالة:         مثال: .2
3

f (x) x 

أحسب:( 0 f " x ثم أعط إشارتها. 

أنشئ بعض المماسات على المجال  (2 0,  ثم على ,0. 

B) تقعر منحنى f
C- نقط انعطاف f

C: 

 تعريف: .1

 

fدالة  قابلة للاشتقاق على مجالI. f
Cمنحنىf في معلم. 

إذا كانIعلى  (convexe)محدب  f منحنى f
C  يوجد فوق جميع مماساته علىI. ونرمز له ب 

كانإذا  Iلىع (concave) مقعر f منحنى f
Cيوجد تحت جميع مماساته علىI. ونرمز له ب 

 0 0 0
M x ,y نقطة من f

C. (T)  المماس ل  f
C 0في

M . 0النقطة
M  0طة) أو النق

x   ) ل انعطافهي نقطة f
C                                                                                     

يخترق ) أو يقطع (  (T)المماس يعني أن  f
C 0في

M 

 ية :خاص .2

 

  f على مجال  دالة قابلة للاشتقاق مرتينI.   

  : إذا كان x I / f " x 0   فإن f
C  محدب(convexe) علىI  أو أيضا ( f

C  ة (.تقعر موجه نحو الأراتيب الموجبله  

 : إذا كان x I / f " x 0    فإن f
C قعرم (concave) علىIأو أيضا ( f

C   الأراتيب السالبة (. تقعر موجه نحوله  

  الدالة المشتقة الثانيةf "  0تنعدم فيx   منI 0تتغير إشارتها بجوار  وx 0النقطة التي أفصولها
xمنحنىلهي نقطة انعطاف ل f

C
 

 

 . ( fلدالة ل) أو 

 ( 2المثال ) أنظر ورقة الأنشطة   مثال: .3

f حيث إشارة دالتها المشتقة الثانية fلنعتبر الدالة  "  

 هي بواسطة الجدول التالي:

أعط تقعر f
C  منحنى الدالةf  

 

     2            1           5      x 

      0           0      f " x 

    تقعر f
C 
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C) :نقط انعطاف POINTS  D'INFLEXIONS    

 تعريف: .1

 

 f
C منحنى دالة عدديةf في معلم و 0 0 0

M x ,y نقطة من f
C. (T)  المماس ل  f

C 0في
M                                                                           . 

0النقطة
M  0) أو النقطة

x  )  ل انعطافهي نقطة f
C  المماس يعني أن(T)  ) يخترق ) أو يقطع f

C 0في
M  

لنعتبر الدالة  مثال: .2  4 2
f x x 6x   

  

1
A

5

 
 
 

و  
1

B
5

 
 
 

ل نقطتي انعطاف  f
C 

 

 

 

 خاصية: .3

 f  دالة قابلة للاشتقاق مرتين على مجالI.  0x  من I.  

0النقطة التي أفصولها 0xتتغير إشارتها بجوار  و Iمن   0xتنعدم في  " fالدالة المشتقة الثانية   
xمنحنىلهي نقطة انعطاف ل f

C
  

 . ( fلدالة ل) أو   

  :1 مثال .4

 انعطاف حددها ؟ تقبل نقط  fهل الدالة .  1

أنشئ نقط انعطاف . 2 f
C ..إذا كان ممكن 

  : fالفروع اللانهائية لمنحنى دالة  

A) هائي :فرع اللان 

 تعريف: .1

 

 f
Cمنحنى دالة عددية  f  في معلم. إذا آلت إحدى إحداثيتي نقطةMمن f

C  نهاية فإن إلى ما لا f
C  يقبل فرع اللانهائي. 

  :نشاط .2

حدد الفروع اللانهائية ل (0 f
C. 

 أعط تعاريف لكل نوع من هذه الفروع اللانهائية. (2
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B)  مقارب أفقيASYMPTOTE HORIZONTALE- 

 :تعريف 

 

f  دالة عددية معرفة على a,  أو ( ,a .) 

إذا كان 
x
lim f(x) b


 أو (
x
lim f(x) c


  فإن المستقيم ذي المعادلة )y=b (  أوy=c  )مقارب أفقي ل  f
C بجوار  أو بجوار (

 . ) 

مثال:  .2
x 1

f(x)
x 1





 

لدينا 
x
lim f(x)=1


yإذن المستقيم ذي المعادلة 1 

مقارب أفقي ل f
C بجوار. 

 

C)  مقارب عمودي– ASYMPTOTE VERTICALE: 

 تعريف: .1

f دالة عددية معرفة  0
D x\ أي(f 0ة فيغير معرف

x ) 

إذا كان 
0x x

lim f(x)


  أو (
0x x

lim f(x)


   0 ( فإن المستقيم ذي المعادلة
x xمقارب عمودي ل f

C   0عندx  على اليمين ) أو على

 اليسار (.

 مثال: .2
x 1

f(x)
x 1





لدينا: 

x 1
lim f(x)


  إذن المستقيم ذي المعادلةx 1 ل مقارب عمودي f

C . 

D)  مقارب مائل–ASYMPTOTE OBLIQUE : 

 :تعريف 

 

f دالة عددية معرفة على   a,  أو ( ,a .)
  

 f
C  منحنى دالة عدديةf .في معلم 

yالمستقيم ذي المعادلة  ax b  أو (y a'x b'  هو مقارب مائل  ل ) f
C بجوار   أو بجوار () :يعني 

 
x

x

lim f(x)

lim f(x) ax b 0





 



  

   أو    
 

x

x

lim f(x)

   
lim f(x) ax b 0





  
 
    

 

 :الدالة  لنعتبر مثالf :المعرفة ب
1

f(x) x 2
x 1

  


 

بين أن:  f
Cيقبل مقارب مائل بجوار. نحسب

x x

1
lim f(x) (x 2) lim 0

x 1 
   


 

 خلاصة: 

yذي المعادلة  مالمستقي         x 2   يسمى مقارب مائل بجوار  ل f
C . 
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 اتملاحظ: 

 إذا كان  f (x) ax b 0   فإن  f
C   يكون فوق المقارب المائل الذي معدلتهy ax b . 

 إذا كان f (x) a   x b 0  فإن  f
C  تحت المقارب المائل الذي معدلته  يكونy ax b  . 

 إذا كان  f (x) ax b 0    فإن f
C   يقطع المقارب المائل الذي معدلتهy ax b  . 

  : تحديدb a  و 

 مع الحالات الخاصة: bو  aتحديد 

نحسب: aلتحديد  
x

f (x)
lim

x
a


 . 

  إذا كان:a 0 أن نقول : f
C   ( 1 رسملاأنظر  ). محور الأفاصيل اتجاهلجمي في شيقبل فرع. 

 : إذا كانa    أن نقول : f
C   ( 2رسم لا 7أنظر  ) محور الأراتيب. اتجاهلجمي في شيقبل فرع 

 *
aأي (a 0  وa  و )b    نبحث عن في هذه الحالةb . 

نحسب : bلتحديد   
x
limf( bx) ax


   بشرط .*
a أي (a 0  وa   ). 

 b   أن هذه الحالة نقول : f
C  فرع شلجمي في اتجاه المستقيم ذي المعادلة  يقبلy ax ربجوا  . أو أيضا: f

C  يقبل 

yفي اتجاه المستقيم ذي المعادلة  اتجاه مقاربي ax ربجوا. (  3رسم لاأنظر ) 

 b  حتى (b 0 ) أن في هذه الحالة نقول : f
C  معادلته مقارب مائل   يقبلy ax b .( 4  رسملا أنظر) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :ملحوظة 

إذا كان  
x
limf(x) (ax b) c


   فإن f
C الذي معادلته مقارب مائل  يقبل  y ax b c   بجوار.  

    :مثال
(x 2)

f (x) x 3
(x 1)


  


  . 

دينا : ل 
x x

(x 2)
lim f(x) x 3 lim 1

(x 1) 


     


yو منه المستقيم الذي معادلته   x 2  مقار مائل ل f

C   بجوار . 

  

 

 

 

 

f (x) x منحناها

يقبل فرع شلجمي في 

 اتجاه محور الأفاصيل

3
f (x) x  منحناها

يقبل فرع شلجمي في 

 راتيباتجاه محور الأ

 

f (x) x x 3  

منحناها يقبل فرع 

شلجمي في اتجاه 

:Dالمستقيم  y x 

(x 2)
f (x) x 3

(x 1)


  



مقارب مائل  منحناها يقبل

:Dمعادلته  y x 2  
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 مركز تماثل منحنى  .   –محور تماثل  

A) : مركز تماثل منحنى 

 :خاصية 

  f الة عددية معرفةدf
D. f

C ىمنحنها علf
D .في معلم I a,b   نقطة من المستوى P. 

النقطة  I a,b  هي مركز تماثل ل f
C   يكافئ:     f f

f

x D  ;  2a x D

x D  ; f (2a x) f (x) 2b

   

    

. 

 :مثال
2x 3

f(x)
x 1





بين أن النقطة .   I 1;2  ل تماثل مركز f

C  منحنى الدالةf . 

B) محور تماثل ل f
C: 

 :خاصية 

 

  f عددية معرفة دالةf
D. f

C ىمنحنها علf
D م.م .  في معلمD: x a  مستقيم من المستوى P. 

:Dالذي معادلتهالمستقيم  x aهو محور تماثل ل f
C   يكافئ :     f f

f

x D  ;  2a x D

x D  ; f (2a x) f (x)

   

   

. 

 :مثال 
2

f (x) x 1 1    حدد محور تماثل f
C مستقيم الذي معادلتهبين أن ال  D : x 1 ل تماثل  حورم f

C  . 

 عددية : مجموعة دراسة دالة 

 تعاريف: .0

 

f على دالة عددية معرفةf
D I I'   حيثI  وI Iو يحتوي على الأعداد الموجبة Iمع  0ل  متماثلين بالنسبة ' يحتوي على الأعداد  '

 السالبة.

  إذا كانتf  زوجية أو فردية يكفي دراسة على المجموعةE
D I  أوE f

D D
. 

Iعلى  fتغيرات  -أ  فردية. fإذا  كانت  Iعلى  f هي نفس تغيرات '

Iعلى  fتغيرات  -ب  زوجية. fإذا  كانت  Iعلى  fهي عكس تغيرات '

 إذا كانتf دورها  دورية وP T  يكفي دراسة علىE f
D D J   معJ مجال طولهT.  E f

D D a,a T    معa  

 ل: مثا .2

 f(x) sin(x)  2ودورية ودورها  هي معرفة على  أي دراستها على مجال طولهP T : 

   E
D 0,2 0,2    .  أو   E

D 0,2 0,2   . أو   E
D , ,      أو .... 

 ملحوظة:  .3

Pدورها دورية و fإذا كانت  T  على ) أو فردية (  و زوجيةf
D مجال طوله يكفي دراستها على 

T

2
Eأي  f

T
D D 0,

2

 
  

 
أو 

 E

T T
D ,

4 4

 
  

 
. 

 مثال:  .4

 1 مثال :f(x) sin(x)  ودورها  على و دورية و فردية هي معرفةT 2 . الدالة ندرسf  على مجال طوله. 
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 مجموعة دراسة الدالة  هي خلاصة:    E
D 0, 0,     أي  E

D 0, . 

 2 مثال :   f(x) cos(x)   2ودورية ودورها . هي معرفة على .ندرسها على مجال طوله و زوجية . 

 دالة  هيمجموعة دراسة الخلاصة:         E
D 0, 0,     أي E

D 0, . 

 :تصميم دراسة دالة عددية  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مثال: 

 :المعرفة ب xللمتغير الحقيقي  fنعتبر الدالة العددية  
x² x 1

f(x)
x 1

 



 وليكن . f

C  منحنىf علم متعامد ممنظمفي م  O,i, j 

 حدد (0
f

D مجموعة تعريف الدالة f. 

أحسب النهايات عند محد ات (2
f

D.  

f :من   c ; b ; a حدد (3

c
x D ;f(x) ax b

x 1
    


  

ئية للمنحنىأدرس الفروع اللا نها (4 f
C. 

لمنحنى ل النسبي وضعيةالأدرس  (2 f
C . بالنسبة لمقاربه المائل 

أحسب  (6 f ' x  لكل x من 
E

D.  

fأدرس إشارة (7  على '
f

D  ثم أعط جدول تغيراتf .  

أدرس تقعر المنحنى (0 f
C على 

f
D . 

 بين أن النقطة (0 I مركز تماثل المنحنى 1,1 f
C   . 

 

 :  f مجموعة تعريف الدالة 0
f

D 0  دراسة إشارةf على  '
f

D   أو
E

D 

على  fإعطاء جدول تغيرات  0 ) إذا كان ذلك ممكن ( fأو دورية  fية دراسة زوج 2
f

D  أو
E

D 

:   fاستنتاج مجموعة دراسة 3
f

D 08  إذا كان ذلك ممكن دراسة تقعر أو نقط انعطافf 

عند محدات  fنهايات  4
f

D  أو 
E

D 00 

( بعض  3 -( المقاربات 2 -المعلم  (0إنشاء  

المماسات )حيث  f ' x 0  أو نقط انعطافf  إذا

( إنشاء  4  –كان ممكن..( f
C 

 f 02 استنتاج الفروع اللانهائية ل 2

 هناك بعض الأسئلة الإضافية مثل حل مبيانيا المعادلة

    f
x D / f x g x أو 

f
x D / f(x) m  

 أو المتراجحة  
f

x D / f(x) 0 .. 

المقارب المائل )إذا كان  و fدراسة الوضع النسبي للمنحى 6

 ذلك ممكن(
g(x) ثم دراسة الدالة  03 f(x)أو g(x) f( x ) 

fالة المشتقة حساب الد 7 على  fل   '
f

D أو 
E

D 04 ......... أو أسئلة أخرى ربط هذه الدالة بالفيزياء أو 
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